
大家好，欢迎收看线性代数习题课。
我们在课堂上学习了矩阵的特征值与特征向量。
它们一个非常重要的应用在于求解。
常微分高阶线性方程在所有的线性系数为常数的情况下

一个典型的例子就是这个方程。
我们可以看到y是关于t的一个函数，这个方程包含了y
以及y的一阶二阶和三阶导。并且所有的系数均为常数。
我们首先要用矩阵的方法求解这个方程。
那么第一步就是应该找到我们应该研究的矩阵A。
在此之后我们还要试图找到矩阵At的系数矩阵的第一列。那么现在
请你暂停这个视频，尝试写出矩阵A。
但是在你进行下一步之前，请回到这个视频，来确认你找到的矩阵A是正确的。
我们一会儿再见。好，现在我们来一起将这个问题转化成线性代数问题。
这个关键的点在于我们要把y二阶导y一阶导与y放在一起作为一个列向量。
也就是说我们要考虑这个列向量。让我们来叫这个列向量u。
当然这个列向量也将是关于t的一个函数。
如果这个是u的话，那么u的导数应该是什么呢？ u的导数将由如下的向量给出。
y的三阶导y的二阶导 y的一阶导，这就是u的导数。我们要做的就是把u的导数
写成一个矩阵A乘以u自身的形式。也就是说我们要把一个矩阵A放在这里。
如何找到矩阵 A呢？我们需要这个方程来找到矩阵A。
你可以看出如果把这些项移至等号的右侧的话

那么y的三阶导就等于负2乘以y的二阶导
也就是说y的三阶导等于负2乘以y的二阶导加上y的一阶导1乘以y的一阶导
再加上2倍的y，这样我们就得到了矩阵A的第一行。
那么对于第二个坐标，y的二阶导就等于它自身，也就是说第二行应该就为1 0 0。
第三行同样，y的一阶导也等于它自身，第三行就应该为0 1 0。
这就是我们所需要的矩阵A，你的答案正确吗？
下面我们要解决如下的问题，需要矩阵A的特征值与特征向量。
这也是一个很好的练习，现在请你暂停这个视频，尝试独立求解以后的问题。
当你完成后，可以重新开始这个视频，我将介绍正确的解法。
好，我们来一起完成如下的问题。
我有这个矩阵A，下面我需要找到矩阵A的特征值与特征向量。

要做这一步的话，我们需要考虑如下矩阵的行列式。 A减去λ乘以单位矩阵。
如果将这个写出的话，也就是以下的3乘以3矩阵。负2减去λ 1 2 负λ 0 0 负λ
你可以用任何一种方法求解这个矩阵的行列式。
你可以用行列式的定义式，也可以用其中一行或一列的展开。
如果你的求解正确的话，答案应该为1减去 λ乘以1加上λ再乘以2加上λ。



显而易见这个多项式有三个根。 1、负1以及负2，这就是我们所要找的特征值。
所以第一个特征值为1第二个特征值为负1，第三个特征值为负2。
如何找到它们对应的特征向量呢？我们以第一个特征值为例。
对应于第一个特征值特征向量应该存在于这个矩阵的零空间中A减去单位向量。
也就是A减去λ1乘以单位向量。我们需要找到一个列向量，使得
这个矩阵乘以这个向量，值为零。如果我们展开的话，也就是负3 1 2 1负1 0 0 1
负1乘以列向量a b c等于0。如何决定a b c呢？如果我们看最后一行的话。
那么b应该等于c，如果看第二行的话 a应该等于b，如果a等于b等于c同时成立
那么第一行结果永远是零，所以我们就可以将第一个特征向量取为1 1
1，对于第二个和第三个特征值
你可以用一样的方法，我将省略这里的计算，直接写出答案。
第二个特征向量可以取为1负1 1第三个特征向量可以取为4负2正1
这就是矩阵A的所有特征值与所有特征向量。

有了这些信息我们就可以写出方程 u导数等于A乘以u的一般解。
那么u的一般解将由如下式子给出。 u的一般解就等于一个常数c1
乘以e的λ1乘以t次方，那么也就是e的t次方。再乘以第一个特征向量x1
加上另外一个常数c2乘以e的λ 2的t次方，也就是负t次方再乘以第二个特征向量x2
同理再加上另外一个常数乘以e的负2t次方再乘以x3这就是ut的一般解。
关于常数c1 c2和c3的选取是任意的。那么如何从ut得到y呢？你可以看到
根据ut的定义y就是ut的最后一个坐标。那么这里我们只需要x1
x2和x3的最后一个坐标。你可以看到它们都为1，所以 yt的一般解也就由
常数c1乘以e的t次方加上c2乘以 e的负t次方加上c3乘以e的负2t次方给出。
这就是原来常微分方程的一般解。
好，我们已经完成了问题的第一部分，下面我们将要试图
寻找到指数矩阵At的第一列。我们可以一起来回顾指数矩阵At的公式。
矩阵指数At将由三个矩阵的乘积给出，分别记为矩阵S乘以矩阵e的大写Λ的t次方
再乘以S的逆矩阵那么什么是S，什么是e的Λ的t次方呢？
S是如下矩阵，S的列全部由原来的特征向量给出，x1 x2和x3所以S就为x1 x2 x3
那么你可以把它写出，也就是1 1 1 1负1 1 4负2 1
这就是矩阵S，中间这个矩阵就为一个对角阵，对角线上的元素
就为e的t次方，e的负t次方和e的负2t次方。
这里的系数分别对应于你所得到的三个特征值，好，我们有了矩阵S，
有了矩阵e的Λ的t次方，我们就可以求解这个指数矩阵了。所以这个指数矩阵
就等于S乘以这个矩阵，再乘以S的逆，你可以看到
头两个矩阵的乘积较简单，因为这是一个对角阵，
x的列又由x1，x2，x3列向量给出，
那么前两个矩阵的乘积就应该为e的t次方乘以x1，e的负t次方



乘以x2，e的负2t次方乘以x3，下面我们需要用这个矩阵再乘以S的逆，
但是因为我们只关注结果的第一列，而结果第一列将由这些列的线性组合给出，
线性组合的系数将由S逆的第一列给出，
所以其实我们只需要找到S逆的第一列即可。

那么S逆的第一列由什么给出呢？我们可以一起来回顾S逆的公式
S的逆矩阵等于一个常数也就是 1除以S的行列式，再乘以矩阵C的转置，
矩阵C的元素由矩阵S的代数余子式给出，
对它求转置，再除以矩阵S的行列式就得到了S的逆。
那么我们只需要这个矩阵的第一列。
同样你可以用任意一种方法求解矩阵S的行列式
正确结果应该为6，也就是说这里的常数应为6分之1，
那么矩阵C转置的第一列是什么呢？这个位置的元素将由这个位置代数余子式
给出，也就是负1减去负2为1。这个位置的元素，将由这个位置
代数余子式给出，也就是1减去负2为3，
但是不要忘记这是1，2位置元素，所以应该是负3。最后这个位置的元素将由
这个位置代数余子式给出，也就是1减去负1为2，
所以这里应该为2。这里需要注意的两点是
第一不要忘记我们所取的是矩阵C的转置，第二不要忘记这里这个系数负1，
好，下面我们把这一列抄到这里，也就是6分之1，负2分之1，和3分之1。
这就足够我们写出系数矩阵At的第一列了。系数矩阵A的第一列，
由这些列的线性组合给出，也就是 6分之1倍的e的t次方乘以x1，
减掉2分之一的e的负t次方乘以x2，再加上3分之1的e的负2t次方乘以x3，
这就是我们所要寻找的第一列。这就是正确答案，如果你
希望进行更多练习的话，你可以完成对于矩阵S逆的求解。
并完成对于系数矩阵At的求解。但是我将停在这里，好感谢收看。
希望下次再见！


