
大家好，我是莉楠。欢迎收看
线性代数习题课。我们在课程中学习了矩阵行列式算法以及矩阵行列式的性质。
今天我们要用两道实际例题，来练习求解矩阵的行列式。
我们要计算以下两个矩阵的行列式，矩阵A和矩阵B，它们都是5乘以5的矩阵。
我们可以观察到矩阵A对角线全部由x给出，
在前4行中，y在x右侧，在最后一行中，y出现在首位置，其余位置为0。
矩阵B的结构也很清晰，对角线仍是由x给出，但是其余所有位置由y给出。
在你开始做这两道题之前，我们先来复习一下你所学的求解矩阵行列式的方法。
你当然可以通过消元法，使得原矩阵变成一个上三角矩阵；
或者是你可以直接用矩阵的定义公式来求解行列式；
或者是你还可以使用代数余子式，也就是一般所称的拉普拉斯公式，
你可以沿矩阵任意行或任意列展开，
计算该行或该列与其对应的代数余子式的内积。
好，现在请你暂停这个视频，试图求解
以下两个矩阵的行列式，随后我将演示我的解法。
好，我希望你已经完成了你的计算。
下面我们来一起求解这两个矩阵的行列式。先来看矩阵A，
你可以看出矩阵A有很多0元素，
所以我们应该不需要再使用消元法来引入更多的0元素。
另外，你可以观察出这个位置的y元素比较特殊，
因为如果这一行和这一列不存在的话，
那么剩余位置就是一个很简单的下三角矩阵。同样，如果第一列与第一行不存在
的话，那么剩余位置就是一个上三角矩阵。这就说明我们应该使用第三种方法
求解矩阵A的行列式。我们可以通过对矩阵A的第一列展开，
计算这两个元素1，1元素与5，1元素的代数余子式来求解行列式。
具体做法如下，矩阵 A的行列式由以下两项给出，第一项是1,1位置元素，也就是x
乘以该位置的代数余子式，也就是剩余4乘4矩阵的行列式。
那这个4乘4矩阵是上三角矩阵，所以它的行列式
就由对角线元素乘积给出，也就是x的4次方。另外一项是5，1位置元素y，
乘以该位置的代数余子式，
该位置的代数余子式也是由一个4乘4矩阵行列式给出，
这是一个下三角矩阵，所以该矩阵的行列式同样是对角线元素的乘积，
也就是y的4次方。但是一般情况下，这里还应该有一项来显示这一项的符号，
因为我们所看到的y是在5，1位置，那么这项的符号由这个因数给出，-­‐
1的5+1次方。这种情况下也就是说，矩阵A的行列式等于x的5次方，加上y
的5次方。你可以检验你的答案是否正确。你可以看出矩阵A的
行列式比较简单，因为矩阵A含有很多0元素。下面我们要求解矩阵B的行列式。



请看这边，矩阵B的结构同样很清晰，对角线由x给出，
非对角线位置由y给出，但是一般情况下，矩阵B并没有任何0元素。
所以我们第一步应该进行消元，可以使得矩阵B有更多的0元素，具体做法如下。
在进行消元法的时候，你当然可以按照一般的消元法从第一行开始逐行消元，
但是在这种情况下，有一种更为简便以及有效的方法，
我们观察到矩阵B相邻两行之间有很多
共同的元素，比如说在第四行和第五行之间，
前三个位置的元素完全相同，不同之处只在于最后两个位置。
所以如果你从第五行中减去第四行的话，那么新的第五行就将成为0， 0，0，y-­‐
x， x-­‐y。你可以看到这一步就在新的第五行中引入了三个0元素。
观察第三行与第四行，它们具有同样的性质。
如果我在第四行中减去第三行的话，那么
我同样可以引入三个0元素，因为新的第四行就将成为0，0 y-­‐x， x-­‐y，
0。同理在第三行中减去第二行，新的第三行就将成为0， y-­‐x， x-­‐y	
  ， 0， 0。
最后，我们在第二行中减去第一行，那么新的第二行就是y-­‐x， x-­‐y， 0， 0， 0。
第一行暂时不变，x， y， y， y， y。你可以看出，通过对矩阵B的行消元，
我们引入了很多的0元素。再观察这个新矩阵的
结构，我们注意到，在每行两个相邻的非0元素，
它们之间的差异只是一个符号，也就是说
如果我能对它们求和的话，那我将能够引入更多的0元素，
这就涉及到了我们对列进行初等变换，这也是不改变行列式的。

具体的变化方法如下，我先保持最后一列不变， y，0， 0， 0，x-­‐y，然后
我把最后一列加到第四列上，你可以看出这样的话，第四列就将变成
2倍的y，0，0 x-­‐y，这个位置就由原来的y-­‐x变成0。
这样的话我增加了第四列中的 0元素个数，那么你如果继续的话，你可能会想要将
第四列加至第三列上。如果你进行这个操作的话，第三列将变成2倍的y 0，x-­‐y，
这个位置将被消成0，但是这个位置你又引入了一个非0元素，也就是y-­‐x。
这样的话，新的第三列并没有比原来第三列含有更多的0元素。
所以我们需要找到一种办法使得这个位置可以被消成0。
你也许已经注意到如果你再把一份第五列加至第三列上的话，这个位置就变成0。
那么在原来的矩阵中，实际上你要做的就是
把一份第四列与一份第五列同时加到第三列上，那这样新的第三列实际上就变成
这个位置是3y，3倍的y，这个位置就变成0。所以我们应该按照这个规律继续，
那对于第二列的话，我们需要做的就是把第三列、第四列
以及第五列全部加到第二列上，那么新的第二列就将变成4y x-­‐y，0，0，0。
最后，对于第一列，我们要把第二列到第五列全部加到第一列上，
那新的第一列就将变成x+4y，其余位置全部为0，这样我们就大大简化了矩阵B，



你可以看出最后我们得到的实际上是一个上三角矩阵。
这样的话矩阵B的行列式就很容易计算，矩阵B的行列式等于这个
上三角矩阵的行列式，也就是由对角线上元素的乘积给出。那么就是x+4y乘以x-­‐
y的4次方。这就是我的方法，也许与你的方法不同，但是这两个例子
告诉我们在求解矩阵行列式的时候，我们应该灵活使用
一种、甚至两种方法的组合，尤其是在矩阵的结构
具有某些特殊的性质的时候，求解矩阵行列式
可以是难的，但同时也是有很多乐趣。
我希望这两个例子对你有所帮助，我们下次再见。


