
大家好，欢迎收看线性代数习题课。
我相信你们已经越来越熟悉矩阵的行列式了。我们在上一节课中，
还学习了矩阵行列式的几何意义，一个矩阵行列式的绝对值
也就是等于该矩阵行向量所张成的平行六面体的体积。
今天我们就要用这个性质来解决如下的例题。我们要计算一个四面体T的体积。
这个四面体由它的四个顶点，完全决定，分别是原点，A1、A2和A3，
它们的坐标由这些数字给出。我们首先要计算 T的体积。随后如果A1和A2
不动，但把A3移动到新的一点A3' A3'的坐标由如下给出，（-­‐201， -­‐199，104）
我们要重新计算 T的体积。这里我们先来复习一下四面体的体积公式，
一个四面体的体积等于 1/3乘以底面积再乘以高。
你可以选取任何一面作为底面积，那么想对应的顶点就成为高。
这里以方便起见，我们将选择三角形O A1A2为底面，那么相应的A3就成为顶点。
所以T的体积就由1/3	
  乘以三角形OA1A2的面积。
这表示它的面积，再乘以高，由字母H表示。好，我们要用行列式的方法来计算
T的体积。但是我们知道一个矩阵的行列式
是通过一个平行六面体的体积来联系的，
但是现在我们只有一个四面体。所以第一步应该是找到
一个平行六面体，使得T可以和该平行六面体联系起来。
现在请你暂停这个视频，尝试在这个图片上画出平行六面体。
稍后我将回来并介绍我的解法。我希望你已经成功地找到了那个平行六面体。
我们来观察这个四面体T，它的四个顶点分别是原点，A1、A2和A3，
观察到这三条边，OA1 OA2和OA3全部相交于原点O，
那么同时这三条边，还可以张成一个平行六面体。
这就是我们所要考虑的平行六面体，我们来看这边的这个图片。
蓝色部分为原来的四面体T，红色部分为我们要考虑的平行六面体，我记为P，
可以看到这个平行六面体由边OA1、OA2和OA3张成。
它完全包含了原来的四面体T，下面我们要考虑，
T的体积与P的体积之间的关系。它们的关系
由如下的式子给出。我们先来考虑T的体积。正如我们刚才所说的，
T的体积等于1/3的底面积乘以高，底面积由这个三角形OA1A2的面积给出。
高由顶点A3到底面的距离给出。那么平行六面体P的体积又是什么呢？
平行六面体P的体积由底面积乘以高给出。

乘以高。同样我们可以选取任何一面作为底面积。
但是这里我们将选取这个平行四边形为底面积。
原因很简单，这个平行四边形包含了我们所选取的这个四面体的底面积。另外
你可以看到这个平行四边形就是由两倍的这个三角形所构成。
所以底的面积，也就是等于2倍的三角形OA1A2的面积，再乘以高，



那么如果选取了这个平行四边形作为底面的话，
A3就变成了这个平行六面体的顶点，高就是
A3到这个底面的距离，但这和A3到三角形的距离是一致的。
也就是说这里的高，等于这里的H。
现在你可以比较这两个式子，你可以看得出来，T的体积
也就是等于1/6的P的体积。我们找到了平行六面体P，
并且我们已把T的体积与P的体积联系起来。下面我们只需要求P的体积。
根据行列式的几何意义，我们知道P的体积，
也就是等于一个3乘以3矩阵行列式的绝对值。不要忘记这个绝对值符号。
该矩阵就由这三边作为行向量组成。
那么因为每一边的起点都是原点，所以我们只
需要把这三个顶点的坐标放入矩阵即可。也就是2、2、-­‐1， 1、3、0， -­‐
1、1、4。你可以用任意一种方法计算这个3乘以3矩阵的行列式。
所得结果应该为12。那这就是这个平行六面体P的体积。
回到四面体T，我们知道四面体T的体积就应该等于1/6	
  
这个数值，也就是2。这样我们就得到了四面体T的体积。
下面我们来考虑这个问题的第二部分。现在我要保证A1和A2不动，
但是我要把原来的顶点A3移动到一个新的顶点A3'，由（-­‐201、-­‐199、
104）给出。你可以从这个点的坐标看出，该点离原点非常的远。
我们将无法在这个图片上准确地画出该点，但是你可以想象
这个尖部将变得更为尖锐，也就是说整个四面体看起来像一个针状，
尽管如此，我们还是可以计算它的体积。通过同样的方法，所以我们
用同样的方法计算T的体积。T的体积，
这个新的四面体，我记为T'。T‘的体积，应该等于1/6	
  
乘以一个矩阵的行列式绝对值。那么现在这个矩阵前两行是不变的，2、2、-­‐
1，1、3、0，第三行将变为这个新的顶点的坐标，也就是-­‐201、 -­‐199、104，
你可以直接计算这个矩阵的行列式。
如果你的计算没有错误的话，答案还应该是2。

而实际上我并不需要再重复计算该矩阵的行列式，
这个结果可以直接从A3到A3‘的变化中得出。我们来观察这个新的A3’，
你注意到新的第三行，实际上等于原来的第三行减去100倍的第一行。
也就是说，新的顶点是在原来顶点基础上，沿着负的
第一边的方向移动了100倍的第一边。
反应在矩阵中就是这样的，第三行等于原有第三行减去100倍第一行，
但是通过行列式的第五个性质，我们知道这样的变换是不改变行列式的。
也就是说你可以直接得到和以前相同的结果，也就是2。
那么这是一个比较直观的方法来观察矩阵行列式的第五个性质。



反映在图片中是这样的，我们从原来的顶点A3出发，
沿着A1的反方向移动100倍A1，其实不管‘我们移动的距离有多大，
我们这个移动的轨迹始终是和底面平行的。
也就是说在移动过程中，这个平行六面体的高是并不改变的，平行六面体的底面是
固定的，而高不改变，这就说明
该平行六面体的体积是不改变的。所以我们同样得到了一样的结果。
好，这就是这道题的答案，我希望通过这个
例题，你可以看出，矩阵行列式不仅仅是一个数值，
它还可以和这样一幅图片相关联。这在我们计算某些几何图形的体积时，
可以是非常方便的方法，因为通过这种方法，我们就不需要直接计算出高了。
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