
����� ����� ����� ��� �������� ���� ���� ���� ������ ���� 

����� ����� �� ����� ������ ������������ ������� 

��� ��� ����� �� ��� ���� �������� u(t) �� ��� ���� ������ �������� ����� �� � ��� t < −a 
��� � ��� t > a� ����� a �� � �������� ������ ����� �� ���� ������� ���� ��� ���� ����� 
�� ���� ����� �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� ���������� ��� ���� ��� ��� 
��� �� ���������� ��� ������ ��������� �� �� ����� �� �� �� ��� ������ �������� ����� �� 
���� ������ �� ��� ��������� ������������ �� t = 0 ��� ����� ��� �������� �� 

t
�� u̇(t − b) = δ(t − b) ��� �� a < b ���� 

´ 
δ(τ − a) dτ = u(t − a)� 

a 

� �������� f(t) �� ��������� �� ���������� ������� �� �� ��� �� ������ ���� ������ ���� 
������ ��� ������ ����������� ��� ���� ���� �� ���� ���������� f (n)(a−) ��� f (n)(a+) 
������ � ������������ ��������� �� � ������ ����������� �� ������� ����� ���������� � 
������������ ��������� f(t) �� � ��� f(t) = fr(t) + fs(t) �� � ������� �������� ��� � 
����������� ��������� ��� ������� �������� f(t) ��� � ������������ ����������� f �(t)� ���� 
������� ���� fr

�(t) ��� ������� ���������� �� f(t) ��������� �� ������� ��� �������� ���� 
fs
�(t) ����� �� � ��� �� ����� (f(a+) − f(a−))δ(t − a)� ��� ��� ���� ����� �� ��� ����� 

�� f(t)� 

���� 
´ c 

f �(t) dt = f(c) − f(a)� ��� �� ���� �������� 
´ c+ 

f �(t) dt = f(c+) − f(a−)�� 
a a− 

��� ��� ���� �� ���� ����� ��� ��������� ���������� �� t� ��� �������� �� �� ���� ��� t < 0� �� 
���� ��� ��������� �� ��� ����������� �������� p(D)x = q(t)� ���������� ���� ����� ������� 
������������ �� ���� x(t) = 0 ��� t < 0 ��� x ��� �� ���� ����������� �� ��������� 

��� ���� ������� �������� �� ������ �������� �� ��� �������� p(D) �� ��� �������� w(t) 
�� ��� �������� p(D)w = δ(t)� ���� ���� ������� ����������� �� p(s) = ansn + + a0 ����· · · 
an = 0� � ��� x �� ���� ���� p(D)x = 0 ��� x(0) = · · · = x(n−2)(0) = 0 ��� x(n−1)(0) = 

a
1 
n 
� 

���� w(t) = u(t)x(t)� ��� ���� ���� �������� �� ��� �������� �� p(D)v = u(t) ���� ���� 
������� ����������� ��� t > 0 ���� ��������� ���� ��� �������� �� p(D)x = 1 ���� ���� 
x(0) = = x(n−1)(0) = 0� ����� u̇(t) = δ(t)� v̇(t) = w(t)�· · · 
��� �������� �� � ���� ������� ���������� ��� ������ �������� �� ��� ����� ����� ������ 
����� ���� ������� ������������ ��� �������� �� p(D)x = q(t) �� ����� �� x(t) = w(t) ∗ q(t)� 

t
����� ��� �������� ��������� ��� ����������� ������� f(t) ∗ g(t) = 

´ 
f(t − τ)g(τ) dτ �

0 

��� ����������� ������� ��� ���������� ��������� �� ��� �������� �������� f ∗ (g ∗ h) = 
(f ∗ g) ∗ h� f ∗ (ag + bh) = a(f ∗ g)+ b(f ∗ h)� f ∗ g = g ∗ f � ���� f(t) ∗ δ(t) = f(t)� �� ��� 
���� ��� ������ �� � ������ ����� ���� ������� �������� g(t)� ���� ������� ������ ����� 
���� ������� �������� f(t)�� ��� ��� � ���������� ������� ���� ���� ������� �������� 
f(t) ∗ g(t)� 

��� ������� ��������� ������� � ����������� �������� ����� f(t) = 0 ��� t < 0� �� � 
�������� F (s) �� � ������� �������� s� �� ����� � ����� �� ������ ��� ���� ��������� �� 
����� ��� ��������� ��� ��� t����������� ���� L[f �(t)] = sF (s)� ����� ���� f �(t) ������� ��� 
����������� ����������� ����� ��� �������� ������������� ���� ��������� L[δ(t)] = 1 ���� 
�������� �������� �� s�� ����� ������� ����� ���� ��� ���� ������� �������� w(t) �� p(D) 
�������� L[w(t)] = 1 � W (s) = L[w(t)] �� ��� �������� �������� �� ��� �������� p(D)� 

p(s) 

���� ��� �������� �� p(D)x = f(t) ���� ���� ������� ���������� ��� ������� ��������� 
X(s) = W (s)F (s)� ���� ������� �� ��� ������� L[f(t) ∗ g(t)] = F (s)G(s)� 

�� f(t) ��� g(t) ���� ��� ���� ������� ���������� ���� f(a−) = g(a−) ��� f(a+) = 



g(a+) ��� ����� a ≥ 0� 

�� F (s) �� � �������� �������� ��������� �� � ���������� �� � ������������ ���������� 
���������� �������� �������� ��� �� ��� f(t)� ��������� �� �� ������� ��� �� ������� 
���� �� ��� ����������� ���� ������� ���� ���������� ��� ������ ��� ��� s������ ����� 

��� ���� ������� �� F (s) �� ��� ��� �� ������� ������� s �� ����� |F (s)| ������� 
�������� ���� �� ��� ��� �� ����������� ����� �� ��� ��� ������������ ��� ���� ������� �� 
F (s) = L[f(t)] ���������� ��� ������ �� ����������� �� ��� ��������� �� �� ��� ������ �� 
��� ����� �� ��� �������� ���� ������� ��� ��������� ����� ��� ���� ������� ���� �������� 
���� �� ��� �������� �� f(t) ��� ����� t ������ ������ ������� ����� �������� ��� ����� 
t�� ��� ��������� ����� ��������� � ���� �� a + iω ����� �� ����������� ������������ 
���� eat ��� ���� ���������� ����� eat� ��� ����������� �� �������� ��������� ω� 

��� �������� �������� ������� ������� �� ��� ������� ��� ����������� �������� �� p(D)z = 
ert �� zp = W (r)ert� �� ��� ���������� �������� �� p(D)x = cos(ωt) �� xp = |W (iω)| cos(ωt−
φ)� ����� φ = −Arg (W (iω))� W (iω) �� ��� ������� ���� �� ert ������ �� �������� �� ��� 
����� �������� ��� |W (iω)| �� ��� ����� ��� ��������� �������� ����� �� �������� �� 
������������ ��� ����� �� |W (s)| ���� ��� ����� ����� ��� ��������� ����� 

�������� ���� ���� 

�� ��� ω �� � �������� ��������� �� ����� � �������� ���������� ���� � ������ ���� �� 
�������� ��������� ω� ẍ+ 4x = sq(ωt)� 

��� ����� ���� � �������� �������� �� ��� ��������� �� ω �� ���� ���� ����� �� ���� 

��� ��� ���� ������ �� ω ���� ����� ���� �� �� � �������� ��������� 

�� ��� f(t) =


⎧ ⎪⎨ ⎪⎩ 

0 ��� t < 0

1 − t ��� 0 < t < 1 
1 ��� 

�

t > 1


��� ������ ��� ����� �� f(t)� 

��� ������ ��� ����� �� ��� ����������� ���������� f �(t)� 

��� ����� ���� � ������� ��� f �(t) �� ����� �� ���� ��� ����� ���������� 

�� ��� ������� ��� ����������� ������� t ∗ t6� 

��� � ������� �������� p(D) ��� ���� ������� �������� w(t) = 2u(t)te−t� ���� �� ��� 
�������� �� p(D)x = e−t ���� ���� ������� ����������� 

�� ��� ���� �� ��� ������� ��������� �� ��� �������� �� ��� �������� ẍ + 2ẋ + 2x = 1 
������ ���� ������� ����������� 

2s 
��� ���� �������� f(t) ��� ������� ��������� F (s) = � 

(s + 1)(s2 + 2s + 5) 
2 

�� ��� ������ ��� ���� ������� ��� ��� �������� F (s) = � 
(s + 1)(s2 + 2s + 5) 

��� ���� �� ������� �� � �������� f(t) ����� ������� ��������� ��� ����� �� s = 2 ��� 
s = −3 ± 4i ��� ������� ����� 



� 

� � 

���������� �� ��� ������� ��������� 

∞ 

�� ���������� L[f(t)] = F (s) = 
ˆ 

f(t)e−st dt ��� Re s >> 0� 
0− 

�� ���������� L[af(t) + bg(t)] = aF (s) + bG(s)� 

�� ������� ���������� F (s) ����������� ���������� f(t)� 

�� s������ ����� L[eatf(t)] = F (s − a)� 

�� t������ ����� L[fa(t)] = e−asF (s)� fa(t) = 
f(t − a) ��t > a 

� 
0 ��t < a 

�� s����������� ����� L[tf(t)] = −F �(s)� 

�� t����������� ����� L[f �(t)] = sF (s)� ����� f �(t) ������� ��� ����������� ����������� 

L[fr�(t)] = sF (s) − f(0+) �� f(t) �� ���������� ��� t > 0� 

t 

�� ����������� ����� L[f(t) ∗ g(t)] = F (s)G(s)� f(t) ∗ g(t) = 
ˆ 

f(t − τ)g(τ )d τ � 
0 

�� ������ ��������� L[w(t)] = W (s) = 1/p(s)� w(t) ��� ���� ������� ��������� 

�������� ��� ��� ������� ��������� 

1 1 n! L[1] = 
s 

L[e at] = 
s − a 

L[tn] = 
sn+1 

s ω
L[cos(ωt)] = L[sin(ωt)] = 
s2 + ω2 s2 + ω2 

L[t sin(ωt)] = 
2 

2

+ 
ωs 
ω2)2 

L[t cos(ωt)] = 
s
2

2 

+ 
− 
ω

ω
2

2 

)2(s (s

������� ���������� ��� �������� ��������� �� ������ 2π� 

a0
f(t) = + a1 cos(t) + a2 cos(2t) + + b1 sin(t) + b2 sin(2t) + 

2 
· · · · · · 

1 
ˆ π 1 

ˆ π 

am = f(t) cos(mt) dt, bm = f(t) sin(mt) dt 
π π−π −π 

�� sq(t) �� ��� ��� �������� �� ������ 2π ����� ��� ����� � ������� 0 ��� π� ���� 

4 sin(3t) sin(5t)
sq(t) = sin(t) + + + 

π 3 5 
· · · 



� � 

� � 

� � � � 

� � 

���������

4 sin(3ωt) sin(5ωt)

�� ��� sq(ωt) = sin(ωt) + + + � ����� ������������� ��� ��� 
π 3 5 

· · · 

sin(ωt)
���� ���� ẍ+ 4x = A sin(ωt) ��� �������� xp = A � 

4 − ω2 

4 sin(ωt) sin(3ωt) sin(5ωt) 
xp = + + + 

π 4 − ω2 3(4 − 9ω2) 5(4 − 25ω2) 
· · · 

��� ���� �������� ���� ��� ����� �� ω = 2/���� ��������� 

� � 
� � 

�� ��� � �� � 
� � 

� � 

1�� ��� 1 �� 1 1 

��� f �(t) = −(u(t) − u(t − 1)) + δ(t) + δ(t − 1)� 

t t τ 7 τ 8 � 
1 1

� 
t8 

�� ��� t ∗ t6 = 
ˆ 

(t − τ)τ 6 dτ = 
ˆ 

(tτ 6 − τ 7) dτ = 

� 

t 
7 

− 
8 

�t 
= t8 

7 
− 

8 
=

56 
� 

0 0 0 
t t � �t 

��� x(t) = w(t) ∗ e−t = 
ˆ 

2(t − τ)e−(t−τ)e−τ dτ = e−t 

ˆ 
2(t − τ ) dτ = e−t −(t − τ)2 = t2 e−t 

0
0 0 

1 1 
�� ��� s 2X + 2sX + 2X = � �� X = � 

s s(s2 + 2s + 2)


2s a b(s + 1) + c

��� = + � 

(s + 1)(s2 + 2s + 5) s + 1 (s + 1)2 + 4

1
�� �������� a = 

2(−1) 
= − 

1 
� b(2i) + c = 

2(−1 + 2i) 
= 2 + i �� b = 

2 ��� 
(−1)2 + 2(−1) + 5 2 2i 

c = 2� ���� f(t) = −
2
1 e−t + e−t 

2
1 cos(2t) + sin(2t) � 

�� ��� ����� �� s = −1 ��� �� s = −1 ± 2i� 

��� e2t + e−3t sin(4t)� �� ���� ������� 
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