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�� ������� � ������ ����������� �������� �� ��� �� ��� ���� an(t)x(n) + + a1(t)ẋ +· · · 
a0(t)x = q(t)� ��� ak(t) ��� ������������� ��� ���� ���� ������ � ������� q(t) ������ ���� 
�� ����� ������� ��� ��������� x(t) ������� ��� ������ ��������� �� ���� ������ ��� ������ 
�� ���������������������������� ��� ���������� ��� ��������� ���� ��� �������� ��� 
�� ������� �� ����� �� ��� �������������� ���������� p(s) = ansn + + a1s + a0 ��· · · 
p(D)x = q(t)� 

������ ������� p(s) = ms2 + bs + k� ������ �������� x �� �������� �� ��� ����� �� ������ 
��������� q(t) = Fext(t)� �� ������ ������� ��� ������� q(t) = ky(t) �y(t) ��� �������� �� 
��� ��� ��� �� ��� �������� �� ������ �������� ��� �������� q(t) = mẏ �y��������� �� ��� 
��� �� ��������� 

�� ����������� ���������� ��� ������ ert ������ p(D)x = 0 ������� ���� p(r) = 0� 
�� r �� � ������ ���� ��� ����� tert ���� ������� ��� ������� �������� �� � ������ ����������� 
�� ����� ������ ��� �� ��� ���������� ��� ���� ��� r = a + bi ���� b = 0 ���� eat cos(bt) 
��� eat sin(bt) ��� ����������� ���� ���������� �� ��� ����� ���� �������� ���� ���� ���� ��� 
��������� ����� �� ���� �� t → ∞ ��� ��� ������ ����������� �� ���� p(s) = ms2 + bs + k 
���� m > 0 ��� b, k ≥ 0� ��� �������� �� ���������� �� ��� ����� ��� ���� ��� �������� 
�k < b2/4m�� ����������� �� ��� ����� ��� ��� ���� �k > b2/4m�� ��� ���������� ������ 
�� ����� �� ���� ��� ���������� ���� �k = b2�/4m�� �� ��� ����������� ���� ��� ������� 

�������� �� e−bt/2m cos(ωdt − φ) ����� ωd = k − ( b )2 �� ��� ������ �������� ���������� 
m 2m 

�� ���������� ������������� ���� �� p(D)x1 = q1(t) ��� p(D)x2 = q2(t)� ���� x = 
c1x1 + c2x2 ������ p(D)x = c1q1(t) + c2q2(t) �c1, c2 ���������� ����������� ������ ���� 
��� ������� �������� �� p(D)x = q(t) �� x = xp + xh ����� xp �� � �������� ��� xh �� ��� 
������� �������� �� p(D)x = 0� 

�� ����������� �������� �������� �� p(r) = 0 ���� Aert/p(r) ������ p(D)x = Aert� 
�� p(r) = 0 ��� p�(r) = 0 � ���� Atkert/p�(r) ������ p(D)x = Aert� ������ 

�� ������� ������������ �� p(s) ��� ���� ���������� ���� ��������� �� p(D)x = 
Aert cos(ωt) ��� ���� ����� �� ��������� �� p(D)z = Ae(r+iω)t� 

�� ������������ ����������� ���� p(s) = ansn + + a1s + a0� �� a0 = 0 ����· · · �
p(D)x = bktk + + b1t + b0 ��� ������� ��� ���������� ��������� ����� ��� ������ �� · · · 
���� k� �� ak �� ��� ���� ������� ���������� ���� ���� ��� ������������ u = x(k) ��� 
������� ����������� �� �������� ��� xp ��� ��� ���� ��������� �� ����������� �� �� ����� 

�� ��������� �� ����������� �� ����� p(D)x = f(t)ert� ��� x = uert� ���� ����� �� � 
�������� �������� ��� u ���� ����� ���� ���� f(t)� 

�� ���� ����������� �� p(D)x = q(t)� ���� y = x(t − a) ������ p(D)y = q(t − a)� ���� 
���� ��� ������� ��� ���������� ���� �� q(t) �� � ������� 

�� ��������� ��������� �� ����� ������ y ���������� q(t) �� p(D)x = q(t)� ���� 
y = ycx = eiωt� �� ����������� ������ �������� ��� ��� ���� H(ω)eiωt ��� ���� ������� 
������ H(ω)� ���������� ����� ���� ��� ��� ����� ���� ��� ������� ���� �� ��������� 
���� ���� y = A cos(ωt)� xp = g cos(ωt − φ) ����� g = |H(ω)| �� ��� ���� ��� φ = 
−Arg (H(ω)) �� ��� ����� ���� �� ���� ���������� ��� ���� ��� ����� ��� ��� ��� ���� 
��� ��� ���������� ����� ������ �� �������� ��������� ω� 



�������� ���� ���� 

�� ��� ���� ��� ������ �������� �� � ������� ������������������� ������ ��� ������ 
m = 1� k = 25���� ��� ������� �������� b �� ��� ������ ���� �������� ���� ��� � ������� 
�������� x(t) �� ẍ+ bẋ+ 25x = 0� x(π 

6
) = 0� ��� x(t) > 0 ��� π 

6 < t <
 π �

2

) = 0 ��� x(π 

��� �� ��� ������ ������������ ���������� ������� �� ����������� 

��� ��������� ��� ����� �� b� 

�� ���� � �������� �� 3ẍ + 2ẋ + x = t2� 

�� ���� � �������� �� ẍ+ 3ẋ + 2x = e−t� 

�� ���� ������� �������� ��� ���������� �������� x(t) �� ẍ+ 4ẋ + 9x = cos(ωt)� 

2

��� ��� ���� ����� �� ω �� ��� ��������� �� ( ) ��������tx
π��� ��� ���� ����� �� ω �� ��� ����� ��� ������� �
4 

�� ��� �������� 2ẍ + ẋ + x = ẏ ������ � ������� ������ �� ����� ��� ����� ������ �� 
y ��� ��� ������ �������� �� x� �� ����� �� ���� � ���������� ����� ������ �� �������� 
��������� ω� ��������� ��� ������� ���� �� � �������� �� ω� ��� ��� ���� ��� ����� ��� 
�� ω = 1� 

d3x 
�� ���� � �������� �� + x = e−t cos t� 

dt3 

�� ������ ���� cos t ��� t ��� ���� ��������� �� ��� �������� p(D)x = q(t)� ��� � ������� 
���������� p(s) ��� � ������� �������� q(t)� 

��� ����� ���� � ������� �������� �� ��� �������� p(D)x = 0� 

��� ����� ���� � �������� x(t) �� p(D)x = q(t) ���� ���� x(0) = 2� 

��� ����� ���� � �������� �� ��� �������� p(D)x = q(t − 1)� 



��������� 

�� ��� ������������


��� ��� ������������ �� 2(π − π ) = 2π � ���� ωd = 2π = 3� 9 = ω2 = k − (b/2)2 =

2 6 3 2π/3 d 

25 − (b/2)2� �� (b/2)2 = 25 − 9 = 16� b/2 = 4� b = 8� 

1] x = at2 + bt + c 
2] ẋ = 2at + b 

�� 
3] ẍ � 2a 

t2 = at2 + (b + 4a)t + c + 2b + 6a 

�� a = 1� b + 4a = 0� c + 2b + 6a = 0� b = −4� c = 2� xp = t2 − 4t + 2� 

�� p(s) = s2 + 3s + 2� p(−1) = (−1)2 + 3(−1) + 2 = 0� �� ��� ������ p�(s) = 2s + 3� 
p�(−1) = 1� xp = te−t� 

�� ��� ��� ��������� �� 1/|p(iω)|� p(iω) = (k−mω2)+biω = (9−ω2)+4iω� �� �������� 
��� ��������� �� ��� �������� |p(iω)|2 = (9 − ω2)2 + 16ω2� ��� 
d 
dω 

|p(iω)|2 = 2(9 − ω2)(−2ω) + 2 · 16ω �� ���� ���� ω = 0 ��� ���� (9 − ω2) = 8� �� 

ω = ±1� ���� ωr = 1� 

��� ��� ����� ��� �� ��� �������� �� p(iω)� ���� �� π 
4 ���� ��� ���� ��� ��������� ����� 

��� ����� ��� ��������� �� 9 − ω2 = 4ω� �� ω2 + 4ω − 9 = 0� ���� (ω + 2)2 − 13� ���� �� 
���� ���� ω = −2 ±

√
13� ������ ��� � ��� � �������� ������ ω = 

√
13 − 2� 

�� �� ���������������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ������ �� y = A cos(ωt)� ������� y 
���� ycx = Aeiωt� ��� �������� �� ���� 2z̈ + ż + z = Aiωeiωt� p(iω) = (1 − 2ω2) + iω� �� 

Aiω iω 
�� ��� ��� zp = e iωt� �� H(ω) = � ���� ω = 1� H(1) = 

(1 − 2ω2) + iω (1 − 2ω2) + iω

i 1 1


−1+i = 
1+i � ����� ��� ��������� g(1) = √

2 
� ��� ����� ��� �� −Arg (H(1)) = π 

4 � 

d3z 
�� ���� �� ��� ���� ���� �� + z = e(−1+i)t� ��� �������������� ���������� �� p(s) = 

dt3 

s3 + 1� ��� p(−1 + i) = 2(1 + i) + 1 = 3 + 2i� �� zp = 
e(−1+i)t 

= e−t 3 − 2i
e it� ��� 

3 + 2i 13 
xp = Re (zp) = 1 e−t(3 cos t+2 sin t) ����� ��� ���� �� ���� ����� ��������� �� ����������� 

13 

�� ��� �� ���������� p(D)(cos t − t) = p(D) cos t − p(D)t = q(t) − q(t) = 0� �� ���� 
a(cos t − t) ���� ���� ��� ��� a ������� a = 0� ����� �� ������ � ������� ���������� 

��� �� ���������� �� ��� ��� ��� ����������� �������� ��� ��� � ��� ��������� �� �� 
����� ���� xp = t� �� ��� ��� xh = 2(cos t − t)� x = 2 cos t − t� 

��� �� ���������������� x(t − 1) ���� ����� ��� ��� �������� x(t) �� p(D)x = q(t)� �� t − 1 
��� cos(t − 1) ����� �� ���� a cos(t − 1) + (1 − a)(t − 1) ��� ��� a� 

��������� ��� ������� ���� �� ��� ���������� �������� �� �������� ��������� � �� � �������� 
�� p(D)x = 0� ���� ��� ���������� �������� �� �������� ��������� � �� ���� �� ����� ��� 
���� ���� ������� �� ������� �� ��� ����� ���������� 
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