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������������ �������� ����������	 ������� ����� ���� 

������� ��� �������� ����� ���������� ��� ����� ����������� 
��������� ������ �� ������� 

� ������������ 

�� ���� �������� �� �������� ��� ���������� �� ��� �������������� ���������� ��� ����� ������������ 
�� ��� ����� �� ����� ������������ �� ���� ����� ��������� �� ��� ��������� ��� ������ �� �������� 
���������� 

������ ������������ K = R+�•	 n 

•	 ������������ ������������ K =���p� ���� ��� K �� ��� ���� �� �������� ������������ �������� 
�K = {X : y∗Xy ≥ 0, ∀y ∈ Rp, y = 0� }�� 

�� ����� �� �������� ��� ����� ������� ��� ��� ��� K �� � ������ ������ ���� �� Rn� ����� K∗ 

�� ��� ����� ���� �� K� ����� �� ������ �� K∗ = {s : �x, s� ≥ 0, ∀ x ∈ K}� 
��� ������ ������� ��� ����� ����������� �� 

min �c, x� ���� Ax = b, 

x ∈ K. 

��� ���� ������� ��� ����� ����������� �� 

max �b, y� ���� A∗y + s = c, 

s ∈ K∗, 

����� A∗ �� ��� ������� ������ �� A� ���� ����������� ���� �� ��� ���� 

� ������� ��������� 

�� ��� ���� �������� �� ���������� ������� ���������� ����� ��� ������ �� ��������� ��� ������� �� 
��� ����� ��������� 

��������� � � �������� F : int(K) R �� � ������� ��������� �� → 

�� F �� �������� ������� ��� 

�� (xk → x ∈ ∂K as k →∞) ⇒ (F (xk) →∞ as k →∞)� 

��� ���� �������� ��������� ���� F ���������� ������� �� xk ����� ������ �� ��� �������� �� K� 
�� ������� ��� ������� �� ��� ����� ��������� �� ���� ����� ��� ������� ������ ���µ� ��� ��� 

������� ���� ���µ� ��������� 

��µ : min �c, x� + µF (x) ���� Ax = b, 

(x ∈ ���(K)). 
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��� ������ ������ ��� ���� ������ 

������ �� ��� ������� ���� ���� µ = ∞ �� µ = 0� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ��� ���� ������ 

�� �� ���� ����� ���� �� �������� ������ ��� ��������� x ∈ ���(K) ���� ������ ���� ������� F ������� 
������� ������ �� ��� �������� �� K ��������� �� ��� ��������� �� ��� ������� �������� ���� 

��µ : max �b, y� − µF (s) ���� A∗y + s = c,∗

(s ∈ ���(K∗)), 

����� F∗ �� � ������� �������� �� K∗� 
��� ��� ������� ����� �� �� ��� ���� �� ��������� ��� ������� ���������� ���� ����� �� ��������� 

������� ���������� ����� ���� ���� �� ��� �� ������� ��� ��� ������� ����� �������� ���������� 

��� K = R+ : F (X) = − n ln(xj ) ���n j=1 

��� K = ���p : F (X) = − ln(det(X)), ��� 

��� ��������� ��� F∗� 
����� ��������� ��� �� ���� ���� �������� �� �������� ���� X �� � ��������� ������� �� det(X) �� 

��� ������� �� ��� ������������ ��� λi� ����� F (X) = − ln(λj ) ����� �� ������� �� ��� ���������� j 
�� �������� ���� 

�������� ��� ��� �� ������� ��������� �� µ 0� ���� ���� ���� µ = 0� ��� ������� �������� →
������ ��� ������� ����� �������� ��� ���� ����� ������� ��������� ��� ������� ��������� ��� ��� 
������� �������� �� ����� ��� ��� �� ��������� �� µ 0 ���������� � ����� ������ ��� ������� �����→
��� ���� ������ �� µ = ∞ ��� �� ���� �� ��� ���� ������� ���� �� µ ����� �� �� �� ��������� �� �� 
������� �������� �� ����������� �� ������ �� 

� ���������� ���������� 

�� ���� ������� �� ���� � ������ ������� �������� ������� ��� ������ ������� �������� �� ���µ� 
��� ��� ������ ������� �������� �� ���µ�� �� ����� �� �� ��� ���� 

����� � �� x �� ������� �� ��µ ��� K n = R+ ����� ���� ����� ������ y ��� s ���� ����� 

�� A∗y + s = c, 

�� s − µx−1 = 0. 

������ ��� �������� �� F �� �� ������� ��� �� �� ������ �� ��� ������ �� �������� ��������� 
������� ��������� �� ����� �� ���� �� ������� �� ��� �������� ���������� �� ���� 

∃ y, c + µ�F (x) = A∗y ��� 

������� 
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� 

��� �� �����

s = −µ�F (x). ��� 

�� ������������ ��� s �� ���� �� ������ c − s = A∗y ����� ������ ��� ���� ��������� 
����� ��� �� ����� ��� ������ ��������� �� ���������� F (x) ��������� �� ��� ��������� ��� �� ��� 

��� ������ 
1 

sj − µ = 0, j = 1 . . . n 
xj 

��� ���� 
s = µx−1 , ��� 

����� ������ ��� ������ ��������� ���� ���� ����� ���� x ��� µ ��� ��������� �� ������� ���� s ∈ K∗� 

����� � �� X �� ������� �� ��µ ��� K =���p ����� ���� ����� ������ y ∈ Rm ��� S ∈ ���p� 

�� A∗y + S = C, 

�� S − µX−1 = 0. 

���� A∗y = i yiAi �� �� ����������� ���� �������� 
������ ��������� �� ��� ����� �� ����� �� ��� �������� �� F �� X ��� �� �� ������ �� ��� ������ 
�� �������� ��������� ������� ��������� X ����� ��� �� �������� ���������� 

∃ y, c + µ�F (X) = A∗y, ��� 

����� A∗ �� ��� �������� �� ����� ���� 

�F (X) = −X−1 . ��� 

��� �� ���� ���� �� X ��� ��� ����������� ���������� ��� ���������� ���� ���� ��� �� ����� �������� 
������� ���� 

∂F (X) 1 ∂ det X Cij 
,

∂xij 
= − 

det X ∂xij 
= − 

det X 

����� Cij �� ��� �������� ������ �� ������� (i, j)� ��� ���� �������� ������� ���� ��� ����������� 
��������� ��������� ���� ��� ���� ����� ��� ��� i� 

det X = xij Cij . 
j 

���� ��������� �������� Cij ������� �� xij = xji�� �� ��� ���� ������ ��� ����� ���� 
�� ������������ ���� �������� �� ���� �� ���� 

c − µX−1 = A∗y. 

�� ������������ S = µX−1 �� ���� �������� �� ������ ��� ������� ���������� ������������ ���� ���� 
S ∈ K∗ ����� S � 0� ������� X �� �������� ������� ��� µ �� ��������� � 

���� ���� ��� ���� �� ��� ����� ������ ��� �������� ���� ��� �� y, s ��� ������� ��� ��µ� �� ���� 
∃ x, ���� Ax = b ��� x + µ�F (s) = 0� ��� ��� �� ����� ���� x − µs−1 = 0 ��� ���� xs = µ ���∗
��� ���� X − µS−1 = 0 ��� ���� XS = µI� 

�������
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� 

� 

� ������� ��� 

������ ���� ��� ������� ��� ������� � ������ �������� �������� x ��� � ���� �������� �������� (y, s) 
�� ������ �� ��� ��������� ������� ����� ������� ������������ ���� ���������� ��������� �� �s, x�
��� ����� ��������� ��� x(µ) ������ ��� �������� ������� �������� �� ��µ ��� (y(µ), s(µ)) ��� 
�������� ������� �������� �� ��µ� ����� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ������ ��� ���� ����� 
��������� �� ���� ���� ��� ������� ��� �� �x(µ), s(µ)�� ���� ����� �� �� ���������� �� ��� ��� �� 
��� ���� �������� �� ���� ���� ��� ���� ���� ������� ��� ��������� �� � �� µ ����� �� �� ��� ���� 
��� ������� ���� ��������� �� �� ������� ��������� 

�� ��� �������� �������� �� ����� ���� ���������� �� ��� ������ ������� s = µx−1� ��� ��� ��� 
������� ��� ���� �� 

�x(µ), s(µ)� = xj (µ) µ/xj (µ) = nµ.· 
j 

���������� �� µ → 0� �x(µ), s(µ)� → 0� 
��� ���� �� ���� 

�X(µ), S(µ)� = X(µ) S(µ) = Tr(X(µ) S(µ)) = Tr(µIp) = pµ,• · 

����� Ip �� ��� �������� ������ �� ��������� �� ��������� p� ����� �� µ → 0� �X(µ), S(µ)� → 0� 

� ������� �������� ���������� 

���� ��������� ������� ��������� �� ����������� ��� ��� ���� ��� ���������������� ��� �� ������� ��� 
��������� �� ����������������� ��� �� ����� ��� ��������� ������� �� ���� ��������� 

��������� � ��� Q ⊆ Rn �� �� ���� ������ ���� �������� F : Q → Rn �� � ��������������� ������� 
�������� �� �� �� �� ����� ����� ����� �������������� ������� ��� �������� ��� ����������� 

�� |D3F (x)[h, h, h]| ≤ 2(D2F (x)[h, h])3/2� 

�� |DF (x)[h]|2 ≤ ϑD2F (x)[h, h]� ��� 

�� F (x) →∞ �� x → ∂Q� 

���� DkF (x)[h, . . . , h] �� ��� k��� ����������� �� F �� x ����� ��� ��������� h ∈ Rn� ��� ��� 
�������� ϑ �� ������ ��� ��������� �� ��� ������� ��������� ��� ��������� ϑ ���������� ��� ����� 
�� ��� ���������� �������� ����� ������� 

��������� � � �������� �� ν���������������� ���������� �� ∀x, ∀τ > 0, F (τx) = F (x) − ν ln(τ). 

������ � ��� ��������� ������� ��������� ������ �� ��� ��� ��� ��� ν���������������� ����������� 

������ ������ ��� �� �������� ��� ���� ���� K = R+
n � 

n

F (τx) = − ln(τxj ) 
j=1 

n

= −n ln(τ) − ln(xj ) 
j=1 

= −n ln(τ) + F (x) 

����� ������ ��� ������ ��� ν = n� 

������� 



���� 

���� 

���� 

���� � 

��� �� �������� ���� K =���p� �� ���� 

F (τX) = − ln(det(τX)) 
= − ln(τp det(X)) 
= −p ln(τ ) − ln(det(X)) 
= −p ln(τ ) + F (X) 

����� ������ ��� ������ ��� ν = p� � 

� �������������� ���������� 

�� ����� ���� �� �������� �� ��� ���������� 

�� ����� ���� ����� x0 ��� ��� ������ ��� ������ y0, s0 ��� ��� ���� ��� � ����� ��� µ �� µ0� ����� 
������ ������ �� ����� �� ��� ������ �� ��� ������� ����� x(µ0) ��� ��� ������ ��� s(µ0), y(µ0) 
��� ��� ���� ��� ���� ��������� �� ��������� ���� �� ���� ���������� 

�� �� ����� ���� k� �������� µ ��� ������� ��� ������ xk, yk, sk ����� �� ��� ������ x(µk) ��� 
��� ������ ��� s(µk), y(µk) ��� ��� ���� ���� ��� ������� �� ��� ������� ����� 

�� �� µ 0� ��� ��������� �������� �� ��� ������� ��������� → 

�� ���� �� ����� � ������ �� �������� ��� ��������� �� ��� ������� ����� 

� �������� �� ������� ���� 

�� ����� ���� �� ���� �� ����� ������� �� ��� ������� ����� �� ���� � �������� �������� ������������ 
�� µ ���� �������� ��� ����� x �� �� s� ���� �������� dµ(x, s) ������ �� ����� ��� ��� ������ ��� 
��� ��� ����� ��� ����������� �� ������ �� ��������� ���� �� �� ��� �� ��� ������� ����� 

dµ(x, s) = 0 �� s + µ�F (x) = 0. 

������� ���������� ���� ���� ��� ��� ���� �� ����� ����� dµ(x, s) = 0 �� x + µ�F (s) = 0� ������ ∗
���� �� ����� ��� ��� ��������� ������� ��������� ����� ��� ���������� ��� ���������� ��� ����� ����� 
�� ��� ���� ������� ���� ������� ����� �� ��� ������ ������� ���� ��� ���������� 

�� �������� ��� ������������ �� ��� ����� ����� ������� �� µ 
1 � ���� �� ���� ���� dµ(x, s) = 0 �� 

µ
s + �F (x) = 0 ⇐⇒ µ

x + �F∗(s) = 0� 
������� �� ����� ��� �������� �������� �� ��� ���� �� ����� �������� ��� ����� �� ��� ���� �� 

������ ���� ���� �� ��� �� ����� � ���� ������� �� x ��� � ���� ���� ������� �� s� ���� ����� 

dµ(x, s) = = . 
s x 

+ �F (x) + �F (s)∗
µ µx s 

2F (b) ���������� ��� ������� ��� ���� �a�b �� ������ �� �a�b = �(�2F (b))−1a, a� ����� �
������� 

��� �������� �������� ��� �� 

�� ������� ��� ������� ������ ��� ��� �� ���� �� ��� ���������� ��� F (x) ������ �� ���� ⎡ 1 
x1

−
��� 

⎤ ⎥⎦⎢⎣�F (x) = −x−1 = . 
1 

xn
− 

������� 



���� 

���� 

���� 
� � 

���� 
� � 

���� 

� � � � ���� 

���� 

� 

����� ��� ������ �� ������ ����������� ���
 ⎤⎡ 
1 
x2
1 

0· · · 

�2F (x) = 
⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎦ . ��� 
� � � 

���

10 · · · 2xn 

������� ����� ��� ������� ������ �� � �������� ������ �� ��� ��������� ��� ������� �� ������ ��� 
������� �� ���� ������� �� ��� ��������� ⎡ ⎤ 

x1
2 0· · · ⎢⎣ 

⎥⎦��� 
� � � 

���
(�2F (x))−1 = . 

0 x2 · · · n ������aT 

⎡ ⎤ 
b2 
1 · · · 0 
��� 

� � � 
��� 

0 · · · b2 
n 

⎢⎣ 
⎥⎦ + x−1s��������� �a�b a� �� ��� ��� �������� ���� ���� �� ��� ������ = µ 

�� ������


= 
1 

�2 

= 
xj sj+ x−1 

�2 

− 1 . 
s sj 

µ 
−2xjµ xj µx j j 

��� ���� ����������� ��� �� ��������� ��� ��� ����� ����� ���� ������ �� � ������� ����������� 

��� �������� �������� ��� ��� 

���������� ��� ��� �� ���� 

X − S−1 

���� 
x 

= S − X−1 . 
s 

�2 �21 1 1 11
2 SX 

1
2

1
2 XS 

1
2Tr X − I = Tr 

µ
S − I = 

µ µ µ 

����� ��� ��� ���� �������� ����� ����� Tr(AB) = Tr(BA) ���� �� A ��� B �� ��� �������� 

�� ��� ���� ����� ���� ���������� �� ��� ���� ������� ���� ���� ���������� ���� Tr( 1 SX − I)2� µ 

�������� ��� ��������� ����� ���������� ���� ������ ��� ���� ������ ���� �� ���� ��� �� ���� ��� 
����� �� ���� ��������� 

����� � �� dµ(x, s) ≤ 1 ���� �x, s� ≤ 2νµ� 

��� ����� �������� ���� �� �� ���� � �������� �� �� ���� 1 ���� ��� ������� ����� �� µ 0� ��� →
������� ��� ���� ������ 0 �� ���� ����� ����� ���� �� ���� ����� ��� ������� ��������� 

� ������ ��� ������� ���� 

������� ���� �� ��������� k �� ���� ���� ����� µk ��� xk� ����� �� ����� �� x(µk)� �� ���� �� 
������� µk+1 < µk ��� xk+1� ����� ������ �� ����� �� x(µk+1)� 

���� ���������� �� ��������� k �� ���� xk, sk, yk, µk ����� ��� ����� �� ��� ������� ����� ��� �� 
���� �� ������ ������ xk+1, sk+1, yk+1, µk+1 ����� ��� ����� ����� �� ��� ������� ����� 

����� ��� ������� ������� �� ������� ���� ����� ��� ��� �� �� ����� �� ��� ������ ������� ��� 
�� ��� ���������� ���� �� ������� �� ������� �� 

������� 



Axk+1 = b 

A∗yk+1 + sk+1 = c 

sk+1 + µk+1�F (xk+1) = 0 

����� �� �� ��� ���� ��� ����� �� xk+1� �� ��� ��� ��� ������ ��������� �� �F (xk+1)� 

�F (xk+1) ∼ �F (xk) + (xk+1 − xk)�2F (xk) 

��� �� ���� � ������ �� ������ ��������� �� xk+1� �� ����� ��� ������� �������� ��� ��������� 
����������� 

Δx = xk+1 − xk ��� 

Δy = yk+1 − yk ��� 

Δs = sk+1 − sk ���� 

��� ��� ����� ���� �� �� ��������� k ��� ��� ������� �� ��� ������� ���� ��� ������ �� ��� �������� 
��������� ����� �� � ��� �� �������� µ �� � �������� �������� ��� ����� ������ ������� �� ��� ������� 
����� ���� �� ���������� �� ��� ��������� �������� ����� �� ���� ��� ����� �� ������ 

������� � �� dµk (xk, sk) ≤ 0.1 ��� 

µk 
µk+1 = 

1 + 0.1√
ν 

���� dµk+1(xk+1, sk+1) ≤ 0.1� 

��� ������ ��������� �� ��� �� �������� �� �� ������ ���� ��������� ����� �� ���������� ��� 
���������� �� x(µk) �� ������ �� ��� ������� ��� �� ����� ���� ���� ��� ���� ����� �� ��� ���� 
����� ����� �� � �������� ��� �� ���������� ���������� 

� ������ �� ���������� 

�� ������� 
√

ν ���������� �� �������� µ �� � �������� ������� ��� µ �� ����� �� ��� ������� ���� ������ 
���� ���������� ��� ������� ��� �� ���� �������� ε �������� ���� x0, y0, s0 �������� O(

√
ν log <x0

ε
,s0> ) 

����������� 
�� �� ����������� �� ������� ���� ��� ���� n2 ��������� �������� ��� ���� ������ �� ���������� 

�� �� ���� n ���������� ������� ��� ��������� ������ �� ������ ��������� ���� ���� �� �� ������ ��� 
��������� ��� ��� �������� n2 ��������� �� ������� �� n ��������� �� �� ��� ���� �� ��� 

�� ��� �� �� ������ 

��� �� ������ ���� �� ���� � ����� x ���� �� ������ ��� ������ ��� ������ ��� ����� ��� �� ����� �� 
���� ��� ���� ���� ��� ������� ����� ���� ����� �� ��� �������� �� ����� ��� ��������� ����� �� ���� 
�� �� ����� �� ��� ������� ���� �� �� ���������� �� ���� ����� �� ��� ������� ����� 

�������� ����� �� � ���� ����� ���� ����� ���� ��� ������ �� �������� ���� �� ���� ������ ��� 
�������� ��������� ������ ��� ������� ���� �� µ →∞ ��� �������� �� ��� ����� x(µ) ���� ��� ������ 
�� ��� ��������� ��������� ���� ����� ���� ��� ������� ����� �� ��� ��������� ��������� ��� �� ������ 
���� �� � ������ ��������� 

������� 



������ �� ������� ���� ���� � ���� ���� ������ �� x� ������� �� ��� ��������� ������� ���� ��� 
�������� ��� ��������� ���� ������ 

����� �� � ��������� �� ������� ����� ��� �� �� ���� �� ��� ��� ��� ���� ������ ������� x� ���� 
�� ��� ����� ���� ���� ���� ������� µ = ∞ ����� �� ��� ����� ������ �� ��� ������� ������� ����� 
����� �� ��� ������ ��� ������� ������� ���� ��������� �� ��� ��������� �������� �� �������� ��� ����� 
��� ��������� ���� ������ ������ � ����������� ���� ���������� 

��� ���� ����������� ��������� �������������� ������� ��� ����� ����������� ��� ��� ������� 
������ ��� ������ �� �������� �� ��� ���������� ������ 

���������� 

��� ���� ����������� �������� ����� �� ������ ������ ������������� ����� ��������� �� 
����������������������������∼����������������������������� 
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������� �������� 
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