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���� ������������� � ����� �� ��������� �� �� ������ �� ���������� ���� ��� ������� �� ��������� 
������� 

���� ������ ����������� ������� ����� �� � ������� ����� ���� ��� ������� ��� � ���� ���� ������ 
������ ���� ���������� �� ��� ��������� ����� ������� �� ����� ����� ��� ���� ���� �������� �� ���� 
����� ������ ���� ��� ����� �� ������� ���� ����� ���� ������� ������� �� � ��������� ������ �� ����� 
������� ������� ������ �� ��������� �� ��������� �������� �� �������� 

���� ���������� �������� �� �� ����� ���� ���� �� ������ �� � ������� ����� ��� ������� ���� 
�� ����� �� ����� ��� ���� �� ����������� ����� ��� �������������� �� ����� ���� ������� ������� 
������� �� � ������ �������� ����� ���� ����� ������� ���������� 

�� ������ ������ ���� ��� �� 

���� ���� �� ������ �� ������� ������ ���� � ������� ������ �� ���� �� �� n ������� 
�� n ����� ����� �� �������� �� 2n ����� �������� ���� ���� � ������� ���������� 

αx |x� 
x∈{0,1}n 

���� ����� ���� �� ���� ���� ���� ���������� ������ ���� ���� ����� �� 21000 ������� �������� 
������ ���� ���� ����� ��� ����� �� ��� ��������� �� ���� �� ������ �� ����� ������� ���� ����������� 
������������ ��� ��� ��� �� �� ���� �� ����� �������� ��� ��� 

���� �� ��� ���� �� ������� ���������� ����� ��� �������� �������� ���� ��� �������� ������ 
�� ������� ������� ��� ����� ������� �� ��� ������� 

���� �������� �� ��� ���� ��������� ���������� ������� ���� ���������� ������� ������� ����� 
���� ������ � �������� �� ������� �� � ��������� ����� �� ���� ������� ��� ���� �� ���������� 
� ������� ������ ����� ������������� �� ��� ������ �� ���������� ���� �� �� ����� ��� ���� �� 
���������� ������� ������� �� � �������� ���� �� ������� ����������� ���� ����� ��� �� ���� 
��� ������ ��� ��� ���� � ������� �������� �� ��������� ����� �������� ���� ��� ����������� ����� 

���� �������� ����� ������� ��� ��� �� �������������� ���� ��� ����������� �������������� �� 
������� �������� ������ ��� ���� ����� �� ����� ��������� ��� ��������� ��� ��� ����� ���� ���� 
����� ���� ����� �� �������������� ��� ����������� ������ ��� � ������ �� �� �� � ������������� 
�� �������� ������� ������ ���� ������ ��������� ����� ����� ��� �������� ���� ������� ������� ��� 
��������� ���� ��� ����� ��� ��������� ��� �� �� ��������������� ��� ��� ����������� ���������� ��� 
���� ���� ���� ����������� ��� ����� ����� ��� ����� �� ����� ���� �� ���� ��������������� ����� 

�� ������� ���� ��������� �� ��� ��� ������ �� �������������� �� ������� ��������� ��� ���� 
���� ������ ���� �� ����������� ����������� �������� ��� �� �� �������������� ���� ��� �� ����� ��� 
������������ 
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������� ��� ������� ��� ����� ��� ������� ���������� ��� �� ����� ���� ����������� ���� ������ 
��� ������� ����� �� ����������� ����������� �� ����� ���� �������� ���� ����� ���������������� ���� 
�� ������� �� � ��������� ��������� ��� ���� ���������� ���� �� � ������� ��������� 

��� �������� �� ���� ���� �� �� ���� �� ����������� ����� ������ αx |x�� ��������� �� ���� ����� 
� ������ ������ ����� |x� ���� ����������� α2 � �� �� ��� ����� ��� ������� ����� ��� �� �� ���� x

��������� �� ���� ����������� ������� �� ������� ������������� �������������� ��� �������� ����� �� 
���� ����� ������� ������ �������������� ����� ������� ���� ��������� �� ������ ��������������� ���� 
�� �� ��������� ������� ���� �������� ��� ��������� �� ��� �������� �� ���� ��� ����� �� ��� �� ���� ��� 
����������� ��������� 

�� ����������� 

�� ���� ������� ��� � ������� �������� ��� ���� ��������� ��� ������ �� �������� ����� �� 
�������� ��� �������� �� � �� ���� ������ �� ����� ��� ������ � ������� ������ ������� ����� 
����� ���� ��� ���� ���� ��� ������� ��� ��������������� 

�������������� ���� ��� ������ ������� ��������� ����� ��� ��������������� ����������� ���� 
�� ���� ������ ��� ����� ������� ������� ������� �� ����� ������ 

��� �� � ������� �������� �� ����� ���� N ������� ���� �� ����� ������� ��� ����� �� ��� �������� 
��� ��� ���� �� ����� ���� ���� ����������� �� � ��� ���� ����� �� ����� ��� ����� �� ����� ���� 
������� �������������� �� ��� ������� ���� ������� ���� �� ��� ��� ������� 

������ ���� � ������� ������� 

��� ����� ������� �������������� ��� �� ����� ���������� 
����� ��� �� ����� ����� ������ �� ��������� ����� �������� ��� ���� �� � ������ �������� �������� 

����� �� ������ �������� 
��� ���� ������� ��������� ��� ����� �� n ����� f : {0, 1} n → {0, 1}� ��� ������� 22n 

�� ������ 
������������ ��� ��� ���� ������������ ����� ������� �������� ��� ������ ���� 2poly(n)� ��� ���� 
� ��������� �������� �� ������� ��������� ��� ���������� �� � ������� ���� � ���������� ������ �� 
������ 

�� ���� �� ���� ��� ����� ���� ��� local � ������� ���� ���� ��� �� ���� � �� � ����� �� ���� � ��� 
�� ����� ����� �� � ������ ��� �������� {OR, AND , NOT } �� ���� {AND , NOT }� �� ���� ��� ������ 
���� {NAND}� ���� �� ����� ���� �� ���������� ������� ���� �� ��� ���� ��� ������� ��������� 
����� ���� ������ �� ����� 

��� ��������� ��� ������� ��������� �� �������� ������� ��� ������ ��� ����������� �������� 
�������� �� �� ���� �� ���� ���� � �� �� �� ������� �� ������ �� ����� ��� �� ���� �� ���� ��� 
������� ��������������� �� ��� ������� �� ����� ����� ��� �� � ����� ������ �� ������ ��� ����� ��� 
���� ���������� �� ����� ���� ��� �� ����� ��������� ����� ���� ���� ������� ����� ���������������� 

�������� ���������� ������ ���������������������������������������������������������������������� 
����������� 
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�� �� ����� ����������� ����� �������� ��� ������������������ �������� yes �� ���� ��������� ��� 
��� ����� �� ������ �� �� ����� �� ������� ��� 

��� ���� ����� ����� �� ��� ���� �� �������� �� ��������� ������� ��������������� ���������� 
�� ��������� ��� ������� �� � ������������������ �������� ��������� ���� 2n �� 2n ������ ��� 
����� 24n ������� �� �������� ����� � ������� ������� ������ ��� �� ��� �� ���� �� ����������� 
������ �� ������ ����� ��� ����� ��������� �� ���� ���� ��� ����� ���� �� ����������� ������ �� 
������������ 

��� �� ����� ������ ��� �������������� �������� ����� ����� �� ���� ������ ���� ���� �������� 
������ ���� ����� ��� ���� �������� 

������� ���� �� ��� ����������� �� n������ ������� �������������� �� ������ ε ����� �� L2 ����� 
O 2n n + polylog 1 

ε �������� ��� ������ ������ 

��� ����� ���� ����� ��� �� ������� �� � ��������� ��� �� ������ ����� ���� �� ���� �������� �� 
������ 

���� ��� π/8� 

�����• ⎤⎡ 

|x, y� → |x, x ⊕ y� = 
⎢⎢⎣ 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 0 1 
0 0 1 0 

⎥⎥⎦ 

������ ���� � ���� ����


cos π sin π 
8 8 • �������� �� π 

8 �


������� �������� � ��� ��������� ��� ����� ��� ������ �� ����������� ��� ���� • 0 i 
������� ��������� ���� ����� ���� ��� ����������� ������� ���� �� ����� 

����� �������� ��� ��������� 

����� ��������� ������� � ���� ���� �� ��� ���� ��� �� �� ���� ������� ��� ��� �� ��� • 
���� ��� ���� ���� ��� ������� 

|x, y, z� → |x, y, xy ⊕ z� 

πsin−� 
1 

8 cos π 
8 

0 

⎤⎡ ⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 

1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 1 0 

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 

������ ���� � ����� ����
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��������� ���� ���� �������� ���� ��� ����� ���� ��� �������� ( 0� , 1�) ����� ��� ��� • 

�������� ����� |0�+|1� , |0�−|1� 
| |

√
2 

√
2 

1 1√
2 

√
2 

1 1√
2 

− √
2 

������ ���� �������� ���� 

� � 

• ������� �������� 
1 
0 

0 
i 

���� ���� ��� ����� ����������� �� ����� ����� �� ���������� ��� �������� ���� ���� ��� ��������� 
��� ��� ���� ������� � ������� ������ �� ��������� ��� ���� ������ ��� �� ��������� ��������� �� ����� 
����� ���������� ���� �� ��� ��������������� �������� 

�� ����������� 

�� �� ������� ���� ���������� ������ �� ����� ����� �� ���� � �������� �� ��� ������� ��� 
������ ��� ���� ������� ��� �� ��� ��� ������� � ������������ ����� ����� ������� � �������� 
�������� ����� ���� ������� ��� ������ ����� ���� ���� �� �� ������ �� ������� 

����� �� ���� ���� ����� �� ��������� ������ �� ��� ������� ����� ���� ����������� ��� ������ 
��� ������ �� ��� ������������ 

������ ���� �� ������������ ������������ ����� 

��� �������� �������� ��� ��������� ����� |0� �� |0�� ����� ���� ��� ��������� ���� �� �� ��� � 
����������� ������� ����� ��� ����������� �������� �� ������ � �� �� ������ ��� ����� ���� |0�√+

2

|1� 

�� |0�−|1� ����� ��� ������ ��������� �� ����� ������� ������ �� ��� � � �� � �� √
2 

������ ���� �� ������������ ����������� ��� ������ ��� ������� 

�������� �� ����� ��� ���� ��������� � ����� ��� �� ��������� �� �������� � ���� ���� ���� 
����� �� � ������ ������ �� ��� ���� ���� ��� ������ ����� ����������� ��� ���� ���� ����� �� �� ���� 



��� 

���� �� ��� ���� ������ ���� �� ����������������� ���� �� �������� ����� ��������� �� ��� ������������ 
������������ ��� �� ����� ���� ������� ����������� ��� �� ��� ���� ������ ������������ ��� ��� 
���� ���� �� ��� ��������� �� �������� ������������ 

������ ���� � ���� ���� ������� ����� ���� ��� ���� �� � ����������� 

�� �� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ������� ���� �������� �� ���� 

|00� → 
|0�√+

2
|1� |0� → 

|00�√+
2
|11� → |00� + |01� +

2 
|01� − |11� 

��������� ��� ���� ����� ����� �� ����� ������ �� � �� �� ���� ��� ��� ����� �� ���� �� ��� 
���� ����� �� ��� ���� �� ���� �� �������� ��� ���� ��� ������ ����� ������� ��� ������ �� ��� 
������������ 

��� ��������� �� �������� ����������� ���� ��������� ����������� ����� ��� ������ �� ���� 
��������� ���� �� ��� ���� �� ���� �� ����� � ������� �������� � ����� ��������� ���� ������ �� 
���� ���� ������� 

�� ���������� �� ��� 

�� ������ ���� ��� ��� ����� �� ����� ���� ��� ��� �� �������� ���� ��� �� ������ �� ���������� 
���� ���� ������� ����� �� � ������� ��������� ��� ����� ����� ������ ��� ���������� �� ���� 
��������� ���������� �������� ��� ����������� �� ���� �� �������� ��������� 

���������� � �� ��� ����� �� ��������� L ⊂ {0, 1} � 
��� ����� ����� ������ � ������ ������� M ��� 

� ���������� q �� ���� ��� ������ x ∈ {0, 1} n� M ��������� �� �� ���� q (n) ����� ��� ������� �� ��� 
���� �� x ∈ L� 

���������� ������ �� ������ ���� �� ������ ����� ������� �� q (n) ������ ������ ���� ����� 

���������� ��� �� ������ ���� �� ��� ����� ������� �� 2q(n) ���� ������ 

���������� ��� �� ��� ����� �� ��������� L ⊂ {0, 1} � 
��� ����� ����� ������ � ������ ������� 

������������� M ��� � ���������� q �� ���� ��� ������ x ∈ {0, 1} n� M ��������� �� �� ���� q (n) 
����� ��� 

•	 �� x ∈ L� ���� M ������� ���� ����������� > 2/3 

•	 �� x /∈ L� ���� M ������� ���� ����������� < 1/3 

��� ��������� 1/3 ��� 2/3 ������ ���������� �� ��� ������� �� ���� ��� ������� ����������� �� 
���� �� �� ���� �� ������� ��� ������� � ����� �� ����� ��� ������ ��� �������� ������� �� ��� 
���� ��� ���������� ��� �� ��� ��������� �� ��� �� ������ M ���� �� �������� �������� r� ����� 
��� ���� ������ �� {0, 1} n� 

•	 �� x ∈ L� ���� M (x, r) ������� ��� �� ����� 2/3 ��� �������� ������ �� r 
• �� x /∈ L� ���� M (x, r) ������� ��� �� ���� 1/3 ��� �������� ������ �� r� 

�� ����� ���� ���������� ��� ���� ��� ��� �� ��� �� �� ��� ��� ���� ���� �� � ��� ���������� 
���������� �� ��������� �� ������� ����������� 

�� ���� ���� ����������� 

•	 P ⊂ BPP � ���� ���� ����� ��� ����������� 
•	 BPP ⊂ PSPACE� ���� ���� ��� ��� ������� ��� ���� �������� r ��� ���� � ����� �� 
��� ���� ��������� 



� � 

��� 

• PSPACE ⊂ EXP � ���� ���������� ����� ��� ���� �� ������� ������������� ���� 
������������� ������� �������� 

����� ����� �� ����� ���� 

���������� ��� �� ��� ����� �� ��������� L ⊂ {0, 1} � 
��� ����� ����� ������ � uniform ������ �� 

��������������� ������� �������� {Cn} ���� ���� ����� �� ��������� ����� ��� � ���������� q �� ���� 
��� ��� n ��� ������ x ∈ {0, 1} n� 

• �� x ∈ L� ���� Cn �|x� |0�⊗q(n) � 
������� ���� ����������� > 2/3 

• �� x /∈ L� ���� Cn |x� |0�⊗q(n) 
������� ���� ����������� < 1/3 

����� �������� ���� �� ����������� ��� ����� ����� �� �� ���� � ������� ��� ���� ����� ���� n� �� 
�������� �� ���� ���� ����� �� � ����������� ������� ��������� �� ������� Cn ����� n� 

���� ����� ����� ���� �� ��� ���������� �� ��� ��� ����� ��� ����� �� ���� ������ ��������� 
���������� �������� 
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