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6.641 — Electromagnetic Fields, Forces, and Motion Spring 2009 

Formula Sheet 
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Differential Operators in Cartesian, Cylindrical, and Spherical Coordinates 

Operator Cartesian Coordinates Cylindrical Coordinates Spherical Coordinates 

(� · �A) 
∂Ax 

∂x 
+ 

∂Ay 

∂y 
+ 

∂Az 

∂z 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rAr) + 
1 
r 

∂Aθ 

∂θ 
+ 

∂Az 

∂z 
1 
r2 

∂ 
∂r 

(r 2Ar ) + 
1 

r sin θ 
∂ 
∂θ 

(Aθ sin θ) + 
1 

r sin θ 
∂Aφ 

∂φ 

�Φ 
∂Φ 
∂x 

�ix + 
∂Φ 
∂y 

�iy + 
∂φ 
∂z 

�iz 
∂Φ 
∂r 

�ir + 
1 
r 

∂Φ 
∂θ 

�iθ + 
∂Φ 
∂z 

�iz 
∂Φ 
∂r 

�ir + 
1 
r 

∂Φ 
∂θ 

�iθ + 
1 

r sin θ 
∂Φ 
∂φ 

�iφ 

(� 2Φ) 
∂2Φ 
∂x2 

+ 
∂2Φ 
∂y2 

+ 
∂2Φ 
∂z2 

1 
r 

∂ 
∂r 

(r 
∂Φ 
∂r 

) + 
1 
r2 

∂2Φ 
∂θ2 

+ 
∂2Φ 
∂z2 

1 
r2 

∂ 
∂r 

(r 2 ∂Φ 
∂r 

+ 
1 

r2 sin θ 
∂ 
∂θ 

(sin θ 
∂Φ 
∂θ 

) + 
1 

r2 sin2 θ 
∂2Φ 
∂φ2 

(� × �A) 

„ 
∂Az 

∂y 
− 

∂Ay 

∂z 

« 
�ix 

+ 

„ 
∂Ax 

∂z 
− 

∂Az 

∂x 

« 
�iy 

+ 

„ 
∂Ay 

∂x 
− 

∂Ax 

∂y 

« 
�iz 

„ 
1 
r 

∂Az 

∂θ 
− 

∂Aθ 

∂z 

« 
�ir 

+ 

„ 
∂Ar 

∂z 
− 

∂Az 

∂r 

« 
�iθ 

+ 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rAθ ) − 
1 
r 

∂Ar 

∂θ 

« 
�iz 

„ 
1 

r sin θ 
∂ 
∂θ 

(Aφ sin θ) − 
1 

r sin θ 
∂Aθ 

∂φ 

« 
�ir 

+ 

„ 
1 

r sin θ 
∂Ar 

∂φ 
− 

1 
r 

∂ 
∂r 

(rAφ) 

« 
�iθ 

+ 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rAθ ) − 
1 
r 

∂Ar 

∂θ 

« 
�iφ 

1 



� 2 �A 

» 
∂2Ax 

∂x2 
+ 

∂2Ax 

∂y2 
+ 

∂2Ax 

∂z2 

– 
�ix 

+ 

» 
∂2Ay 

∂x2 
+ 

∂2Ay 

∂y2 
+ 

∂2Ay 

∂z2 

– 
�iy 

+ 

» 
∂2Az 

∂x2 
+ 

∂2Az 

∂y2 
+ 

∂2Az 

∂z2 

– 
�iz 

» 
∂ 
∂r 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rAr ) 

« 

+ 
1 
r2 

∂2Ar 

∂θ2 
− 

2 
r2 

∂Aθ 

∂θ 
+ 

∂2Ar 

∂z2 

– 
�ir 

+ 

» 
∂ 
∂r 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rAθ ) 

« 

+ 
1 
r2 

∂2Aθ 

∂θ2 
+ 

2 
r2 

∂Ar 

∂θ 
+ 

∂2Aθ 

∂z2 

– 
�iθ 

+ 

» 
1 
r 

∂ 
∂r 

„
r 
∂Az 

∂r 

« 

+ 
1 
r2 

∂2Az 

∂θ2 
+ 

∂2Az 

∂z2 

– 
�iz 

» 

� 2Ar − 
2Ar 

r2 
− 

2 
r2 

∂Aθ 

∂θ 
− 

2Aθ cot θ 
r2 

− 
2 

r2 sin θ 
∂Aφ 

∂φ 

– 
�ir 

+ 

» 

� 2Aθ + 
2 
r2 

∂Ar 

∂θ 
− 

Aθ 

r2 sin2 θ 
− 

2 cos θ 
r2 sin2 θ 

∂Aφ 

∂φ 

– 
�iθ 

+ 

» 

� 2Aφ − 
Aφ 

r2 sin2 θ 
+ 

2 
r2 sin θ 

∂Ar 

∂φ 
+ 

2 cos θ 
r2 sin2 θ 

∂Aθ 

∂φ 

– 
�iφ 

�C · � �A 

„
Cx 

∂Ax 

∂x 
+ Cy 

∂Ax 

∂y 
+ Cz 

∂Ax 

∂z 

« 
�ix 

+ 

„
Cx 

∂Ay 

∂x 
+ Cy 

∂Ay 

∂y 
+ Cz 

∂Ay 

∂z 

« 
�iy 

+ 

„
Cx 

∂Az 

∂x 
+ Cy 

∂Az 

∂y 
+ Cz 

∂Az 

∂z 

« 
�iz 

„
Cr 

∂Ar 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Ar 

∂θ 
+ Cz 

∂Ar 

∂z 
− 

Cθ Aθ 

r 

« 
�ir 

+ 

„
Cr 

∂Aθ 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Aθ 

∂θ 
+ Cz 

∂Aθ 

∂z 
+ 

Cθ Ar 

r 

« 
�iθ 

+ 

„
Cr 

∂Az 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Az 

∂θ 
+ Cz 

∂Az 

∂z 

« 
�iz 

„
Cr 

∂Ar 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Ar 

∂θ 
+ 

Cφ 

r sin θ 
∂Ar 

∂φ 
− 

Cθ Aθ 

r 
− 

CφAφ 

r 

« 
�ir 

+ 

„
Cr 

∂Aθ 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Aθ 

∂θ 
+ 

Cφ 

r sin θ 
∂Aθ 

∂φ 
+ 

Cθ Ar 

r 
− 

CφAφ cot θ 
r 

« 
�iθ 

+ 

„
Cr 

∂Aφ 

∂r 
+ 

Cθ 

r 
∂Aφ 

∂θ 
+ 

Cφ 

r sin θ 
∂Aφ 

∂φ 
+ 

CφAr 

r 
+ 

CφAθ cot θ 
r 

« 
�iθ 

( ��T : � �A) 

Txx 

„ 
∂Ax 

∂x 

« 

+ Tyy 

„ 
∂Ay 

∂y 

« 

+ Tzz 

„ 
∂Az 

∂z 

« 

+Txy 

„ 
∂Ax 

∂y 
+ 

∂Ay 

∂x 

« 

+Tyz 

„ 
∂Ay 

∂z 
+ 

∂Az 

∂y 

« 

+ Tzx 

„ 
∂Az 

∂x 
+ 

∂Ax 

∂z 

« 

Trr 

„ 
∂Ar 

∂r 

« 

+ Tθθ 

„ 
1 
r 

∂Aθ 

∂θ 
+ 

Ar 

r 

« 

+ Tzz 

„ 
∂Az 

∂z 

« 

+Trθ 

„
r 

∂ 
∂r 

„ 
Aθ 

r 

« 

+ 
1 
r 

∂Ar 

∂θ 

« 

+ Tθz 

„ 
1 
r 

∂Az 

∂θ 
+ 

∂Aθ 

∂z 

« 

+Trz 

„ 
∂Az 

∂r 
+ 

∂Ar 

∂z 

« 

Trr 

„ 
∂Ar 

∂r 

« 

+ Tθθ 

„ 
1 
r 

∂Aθ 

∂θ 
+ 

Ar 

r 

« 

+ Tφφ 

„ 
1 

r sin θ 
∂Aφ 

∂φ 
+ 

Ar 

r 
+ 

Aθ cot θ 
r 

« 

+Trθ 

„ 
∂Aθ 

∂r 
+ 

1 
r 

∂Ar 

∂θ 
− 

Aθ 

r 

« 

+ Trφ 

„ 
∂Aφ 

∂r 
+ 

1 
r sin θ 

∂Ar 

∂φ 
− 

Aφ 

r 

« 

+Tθφ 

„ 
1 
r 

∂Aφ 

∂θ 
+ 

1 
r sin θ 

∂Aθ 

∂φ 
− 

cot θ 
r 

Aφ 

« 

� · ��T 

„ 
∂Txx 

∂x 
+ 

∂Txy 

∂y 
+ 

∂Txz 

∂z 

« 
�ix 

+ 

„ 
∂Tyx 

∂x 
+ 

∂Tyy 

∂y 
+ 

∂Tyz 

∂z 

« 
�iy 

+ 

„ 
∂Tzx 

∂x 
+ 

∂Tzy 

∂y 
+ 

∂Tzz 

∂z 

« 
�iz 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rTrr ) + 
1 
r 

∂ 
∂θ 

Trθ − 
1 
r 
Tθθ + 

∂Trz 

∂z 

« 
�ir 

+ 

„ 
1 
r 

∂Tθθ 

∂θ 
+ 

∂Trθ 

∂r 
+ 

2 
r 
Trθ + 

∂Tθz 

∂z 

« 
�iθ 

+ 

„ 
1 
r 

∂ 
∂r 

(rTzr) + 
1 
r 

∂Tzθ 

∂θ 
+ 

∂Tzz 

∂z 

« 
�iz 

„ 
1 
r2 

∂ 
∂r 

(r 2Trr ) + 
1 

r sin θ 
∂ 
∂θ 

(Trθ sin θ) + 
1 

r sin θ 
∂Trφ 

∂φ 
− 

Tθθ + Tφφ 

r 

« 
�ir 

+ 

„ 
1 
r2 

∂ 
∂r 

(r 2Trθ ) + 
1 

r sin θ 
∂ 
∂θ 

(Tθθ sin θ ) + 
1 

r sin θ 
∂Tθφ 

∂φ 
+ 

Trθ 

r 
− 

cot θ 
r 

Tφφ 

« 
�iθ 

+ 

„ 
1 
r2 

∂ 
∂r 

(r 2Trφ) + 
1 
r 

∂Tθφ 

∂θ 
+ 

1 
r sin θ 

∂Tφφ 

∂φ 
+ 

Trφ 

r 
+ 

2 cot θ 
r 

Tθφ 

« 
�iφ 

Courtesy of James R. Melcher and MIT Press. Used with permission. Appendix A in Melcher, James R. Continuum Electromechanics. Cambridge, MA: MIT Press, 1981. 
ISBN: 9780262131650. 

2 




